Тема 4. Линейное программирование
4.1. Задачи и модели линейного программирования

Во многих областях практики возникают задачи оптимизации решений, для которых характерны следующие черты:

- показатель эффективности  Z  представляет собой линейную функцию от переменных решения    x1, x2, … xn;

- ограничительные условия, налагаемые на возможные решения, имеют вид линейных равенств или неравенств.

Такие задачи принято называть задачами линейного программирования.

Приведём пример задачи линейного программирования.

Задача о перевозках

Имеется   m   складов


C1, C2, …, Cm
и   n   пунктов потребления 


П1, П2, …, Пn   ,

связанных соответствующими видами сообщений (рис. 1).
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Рис. 1

Здесь речь идёт о составлении плана перевозок со складов     C1, C2, …, Cm   в пункты    П1, П2, …, Пn    некоторого товара. На складах   C1, C2, …, Cm    имеются запасы в количествах


a1, a2, …, am 

единиц. Пункты потребления    П1, П2, …, Пn    подали заявки соответственно на


b1, b2, …, bn 

единиц товара. Заявки выполнимы, т.е. сумма всех заявок не превосходит суммы всех имеющихся запасов:
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Склады    C1, C2, …, Cm    связаны с пунктами потребления    П1, П2, …, Пn   какой-то сетью дорог с определенными тарифами на перевозки. Стоимость перевозки одной единицы товара со склада   Сi   в пункт   Пj   равна   сij           (
[image: image3.wmf]1,;  1,

imjn

==

).

Требуется составить план перевозок, т.е. указать, с какого склада в какие пункты и какое количество товара нужно направлять так, чтобы заявки были выполнены, а общие расходы на все перевозки были минимальными.

Обозначим   xij   – количество единиц товара, направляемое со склада   Сi в пункт   Пj   (если с этого склада в этот пункт товары не направляются, xij=0).

Решение (план перевозок) состоит из    mn    чисел:
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образующих прямоугольную таблицу (матрицу). Сокращенно будем обозначать её   { xij }.

Требуется выбрать такие неотрицательные значения переменных  xij (
[image: image5.wmf]1,;  1,

imjn

==

),   чтобы были выполнены следующие условия:

1. Ёмкость складов не должна быть превышена, т.е. общее количество товара, взятое с каждого склада, не должно превышать имеющихся на нем запасов:



[image: image6.wmf]111211

212222

12

      

     

 

    ...  ,

    ...  ,

    ...............................

     ...  ,

n

n

mnm

mm

xxxa

xxxa

xxxa

ì

ï

ï

ï

í

ï

ï

ï

î

+++£

+++£

+++£


или, короче, 
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(3)

2. Заявки, поданные пунктами потребления, должны быть выполнены:
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или, короче, 
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Общая стоимость перевозок   L  будет равна
                  [image: image11.png]L =0C11X11 + C12X12 + "+ C21X21 + " + CopnXmn



,

или, гораздо короче,
[image: image12.png])




Требуется так построить план перевозок   (2),   чтобы с учетом систем ограничений   (3)   и   (4)   обратить стоимость затрат L, определяемую

 соотношением   (5),   в минимум.

Особенностью сформулированной задачи является то, что часть ограничений имеет вид неравенств   (3),   а часть ограничений   (4)   – вид линейных равенств.

Заметим, что при некоторой постановке все условия-ограничения задачи становятся равенствами. А именно, если сумма всех заявок равна сумме всех запасов
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то неизбежно с каждого склада будет вывезено всё, что на нем имеется, и неравенства   (3),   так же как и   (4)   превратятся в равенства.

Такая задача о перевозках называется транспортной задачей. 

4.2. Основная задача линейного программирования

В рассмотренной выше задаче о перевозках линейные ограничения имеют вид как линейных неравенств так и линейных равенств.

Здесь мы рассмотрим задачу линейного программирования с ограничениями-равенствами – так называемую основную задачу линейного программирования (ОЗЛП).

В дальнейшем мы покажем, как от задачи с ограничениями-неравенствами можно перейти к ОЗЛП, и обратно.

Основная задача линейного программирования ставится следующим образом.

Имеется ряд переменных
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Требуется найти такие неотрицательные значения этих переменных, которые удовлетворяли бы системе линейных уравнений
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(1)

и, кроме того, обращали бы в минимум линейную функцию


[image: image17.png]L =cix; + CoXxy + 0+ CpXy



.
(2)

Очевидно, случай, когда линейную функцию нужно обратить не в минимум, а в максимум, легко сводится к предыдущему, если изменить знак функции и рассмотреть вместо неё функцию
               [image: image19.png]


 .                  (3)

Условимся называть допустимым решением ОЗЛП любую совокупность переменных
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удовлетворяющую уравнениям  (1).

Оптимальным решением будем называть то из допустимых решений, при котором линейная функция  (2)  обращается в минимум.

Основная задача линейного программирования необязательно должна иметь решение. Может оказаться, что уравнения  (1)  противоречат друг другу; может оказаться, что они имеют решение, но не в области неотрицательных значений   x1, x2, …, xn.  Тогда ОЗЛП не имеет допустимых решений. Наконец, может оказаться, что допустимые решения ОЗЛП существуют, но среди них нет оптимального решения: функция  L  в области допустимых решений неограничена снизу.

С примерами таких особенностей ОЗЛП мы познакомимся в дальнейшем.

Рассмотрим, прежде всего вопрос о существовании допустимых решений ОЗЛП.

При решении этого вопроса можно исключить из рассмотрения линейную функцию  L,  которую требуется минимизировать. Наличие допустимых решений определяется только уравнениями системы  (1).

Итак, пусть имеется система уравнений (1). Существуют ли неотрицательные значения  x1, x2, …, xn,  удовлетворяющие этой системе? Этот вопрос рассматривается в специальном разделе математики – линейной алгебре.

Приведем некоторые положения линейной алгебры без доказательств, важные для рассмотрения вопроса о существовании решений ОЗЛП.

Введем в рассмотрение несколько понятий линейной алгебры. Матрица системы линейных уравнений  (1),  которая составлена из коэффициентов при переменных  x1, x2, …, xn,  имеет следующий вид:
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Расширенной матрицей системы линейных уравнений называется та же матрица, дополненная столбцом свободных членов:
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Рангом матрицы называется наибольший порядок отличного от нуля определителя, который можно получить, вычеркивая из матрицы какие-то строки и какие-то столбцы.

В линейной алгебре доказывается, что для совместности системы линейных уравнений   (1)   необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы был равен рангу её расширенной матрицы.

Итак, если система уравнений-ограничений ОЗЛП совместна, то матрица и её расширенная матрица имеют один  и тот же ранг, т.е.  rA = rB.  Этот общий ранг  r  называется рангом системы. Он представляет собой не что иное, как число линейно независимых уравнений среди наложенных ограничений.

Очевидно, ранг системы  r   не может быть больше числа уравнений  m:

                                              r ≤ m.

Очевидно, такие, что ранг системы не может быть больше общего числа переменных  n:


                         r ≤ n.
Действительно, ранг матрицы системы определяется как наибольший порядок определителя, составленного из элементов матрицы. Так как число её строк равно   m,   r ≤ m,   а так как число её столбцов равно   n,   то   r ≤ n.

Структура задачи линейного программирования существенно зависит от ранга системы ограничений   (1).

Рассмотрим случай, когда   r = n,  т.е. когда число линейно независимых уравнений, входящих в систему   (1),   равно числу переменных   n.

Так как   r = n,   то определитель, составленный из коэффициентов,
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не  равен нулю. Из алгебры известно, что в этом случае система   (1)   при  

m = n  имеет единственное решение. Чтобы найти величину  xi,  достаточно в определителе  ∆  заменить i-й столбец – столбцом свободных членов и разделить на  ∆ .

Итак, при  r = n  система уравнений  (1)  имеет единственное решение

                       x1, x2, …, xn.
Если в этом решении хотя бы одна величина отрицательна, это значит, что полученное решение недопустимо и, значит, ОЗЛП не имеет решения.

Если все величины  x1, x2, …, xn  неотрицательны, то найденное решение является допустимым. Оно же, очевидно, является и оптимальным (в силу единственности решения).

Рассмотрим другой случай, когда  r < n,  т.е., когда число независимых уравнений, которым должны удовлетворять переменные   x1, x2,…, xn   меньше числа самих переменных. Тогда, если система совместна, у неё существует бесчисленное множество решений. Если среди этих решений нет ни одного, для которых   x1, x2,…, xn  неотрицательны, то это значит, что ОЗЛП не имеет допустимого решения.

Если существуют неотрицательные значения переменных, то каждое из них допустимо. Возникает задача нахождения оптимального решения из существующих допустимых решений.

Для того чтобы отчётливее представить особенности решения основной задачи линейного программирования и различные случаи, которые при этом могут встретиться, удобно воспользоваться геометрической интерпретацией.

4.3. Геометрическая интерпретация основной задачи линейного программирования

Рассмотрим случай, когда число переменных  n  на два больше, чем число независимых уравнений   m,  которым они должны удовлетворять:


                     n – m = 2.

Тогда, как мы уже знаем, можно две из  n  переменных, например  x1  и  x2,  выбрать в качестве свободных, а остальные  m   сделать базисными и выразить их через свободные. Предположим, что это сделано. Получим 

m = n – 2  уравнений вида:
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Дадим задаче линейного программирования геометрическую интерпретацию. По осям  Ox1  и  Ox2  будем откладывать значения свободных переменных  x1  и  x2  (рис. 1).
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Рис. 1.

Так как переменные  x1,  x2  должны быть неотрицательными, допустимые значения свободных переменных лежат только выше оси  Ox1  и правее  Ox2 . Отметим это штриховкой, обозначающей «допустимую сторону» каждой координатой оси (см. рис. 1).

Остальные переменные  x3,  x4 ,  …,  xn  также должны быть неотрицательными, т.е. должны выполнять условия:
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(2)

Посмотрим, как изобразить эти условия геометрически. Возьмём одно из них, например, первое:
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Положим величину  x3  равной крайнему значению – нулю. Получим уравнение
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Это уравнение прямой. На этой прямой  x3 = 0  (см. рис. 1);  по одну сторону от неё  x3 > 0,  по другую  x3 < 0  (по какую – это зависит от коэффициентов уравнения). Отметим штриховкой ту сторону прямой  x3 = 0,  по которую  x3 > 0 .

Аналогичным образом построим и все остальные ограничивающие прямые:  x4 = 0 ,  …,  xn = 0  и отметим у каждой из них штриховкой «допустимую сторону», где соответствующая переменная больше нуля (см. рис. 1).

Таким образом, мы получили n прямых: две оси координат                        ( x2 = 0 ,  x1 = 0 ) и  n – 2  прямых ( x3 = 0 , …,  xn = 0 ). Каждая из них определяет «допустимую полуплоскость», лежащую по одну её сторону. Часть плоскости  x1Ox2, принадлежащая одновременно всем этим полуплоскостям, образует область допустимых решений (ОДР). На рис. 1 область допустимых решений отмечена редкой штриховкой.

Нетрудно убедиться, что область допустимых решений всегда представляет собой выпуклый многоугольник.

Таким образом, мы рассмотрели вопрос о существовании области допустимых решений ОЗЛП и (для случая  m = n – 2 ) дали ему геометрическую интерпретацию.

Теперь возникает вопрос о нахождении из числа допустимых оптимального решения, т.е. такого, которое обращает в минимум линейную функцию
                           [image: image31.png]L =cix; + CoXxy + 0+ CpXy



.
(3)
Дадим и этой задаче геометрическую интерпретацию, причем для случая, когда  m = n – 2  (т.е. число свободных переменных равно 2, а число базисных  m ).

Предположим, что свободными переменными опять являются  x1  и  x2,  а базисными  x3,  x4 , …,  xn,  выраженные через свободные формулами  (2). Подставим выражение  (2)  в формулу  (3),  приведем подобные члены и выразим линейную функцию  L  всех  n  переменных как линейную функцию только двух свободных переменных  x1  и  x2 .

Получим


              [image: image33.png]L=79yy+V1X1 + V32X



,
(4)

где  γ0  – свободный член, которого в соотношении  (3)  не было, а теперь при переходе к переменным  x1,  x2  он мог появиться.

Очевидно, линейная функция  (4)  достигает минимума при тех же значениях  x1,  x2,  что и функция 
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без свободного члена. Действительно,  [image: image37.png]


  ,  где 
[image: image38.wmf]0

g

 не зависит от  x1  
и  x2,  и, очевидно, минимумы той и другой функций, отличающиеся на 
[image: image39.wmf]0

g

, 

достигаются при одних и тех же значениях  x1,  x2 .

Дадим теперь геометрическую интерпретацию нахождения оптимального решения.

Пусть имеется область допустимых решений ОДР (см. рис. 1) и основная прямая  [image: image41.png]


. Известно (указано стрелками) направление убывания линейной функции  [image: image43.png]


.

При перемещении основной прямой в направлении, указанном стрелками, линейная функция [image: image45.png]


  будет убывать. Очевидно, наименьшего значения она достигнет, когда прямая будет проходить через крайнюю точку ОДР, наиболее удаленную от начала координат в направлении стрелок (в нашем случае, точку  А). Координаты этой точки  
[image: image46.wmf]**
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  можно подставить в уравнения  (2),  и получить оптимальные значения базисных переменных:
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а также оптимальное (минимальное) значение линейной функции  L:


[image: image49.png]Loin = Yo +V1X1 + 72X



.

Таким образом, если число независимых уравнений-ограничений, которым должны удовлетворять переменные  x3,  x4 , …, xn  на два меньше, чем число переменных  n  (т.е. в ОЗЛП фигурируют две свободные переменные и любое число базисных), решение ОЗЛП может быть получено простым геометрическим построением.

Несмотря на то, что построение относится к частному случаю, из него вытекают некоторые общие особенности, относящиеся к свойствам решения ОЗЛП.

Отметим некоторые закономерности для  n – m = 2.

1. Решение ОЗЛП, если оно существует, не может лежать внутри области допустимых решений, а только на ее границе.

2. Решение ОЗЛП может быть и не единственным. Действительно, если прямая соответствующая [image: image51.png]


 параллельна той стороне выпуклого многоугольника допустимых решений, где достигается минимум  [image: image53.png]


,  то он достигается не в одной точке, а на всей этой стороне. В этом случае основная задача имеет бесчисленное множество оптимальных решений.

3. Основная задача линейного программирования может не иметь решения даже в случае, когда существует область допустимых решений. Это бывает, когда в направлении убывания функции  [image: image55.png]


 область допустимых решений неограничена снизу. Перемещая прямую  [image: image57.png]


 в направлении стрелок, мы будем получать все меньшие значения  [image: image59.png]


, а значит и L .

4. Решение ОЗЛП, минимизирующее функцию L   (оптимальное решение), всегда достигается в одной из вершин многоугольника допустимых решений (если оно достигается на целой стороне, то оно же достигается в каждой из вершин, через которые проходит эта сторона). Решение, лежащее в одной из вершин ОДР, называется опорным решением, а сама вершина – опорной точкой.

5. Для того, чтобы найти оптимальное решение, в принципе достаточно перебрать все вершины ОДР (опорные точки) и выбрать из них ту, где функция L   достигает минимума.

6. Если число свободных переменных в основной задаче равно 2, а число базисных  m  и решение задачи существует, то оно всегда достигается в точке, где по крайней мере две из переменных  x3,  x4 , …, xn обращаются в нуль. Действительно, в любой опорной точке пересекаются по крайней мере две из ограничивающих прямых. Могут в ней пересекаться  и более двух. Этот случай называется вырожденным.

Пользоваться геометрической интерпретацией для непосредственного отыскания решения даже при n-m=3 затруднительно, а при n-m=k>3 это вообще выведет нас за рамки трехмерного пространства, и геометрическая интерпретация потеряет наглядность. Однако соответствующая терминология может оказаться удобной: можно говорить об области допустимых решений, как о некотором «сверхмногограннике» в пространстве k измерений, ограниченном m «гиперплоскостями»; об оптимальном решении как об одной из «вершин» этого многогранника, о каждой «вершине» как об «опорной точке» и т. д.  Такой геометрической терминологией можно по желанию пользоваться или не пользоваться. Нам она потребовалась для того, чтобы обосновать следующие свойства решения ОЗЛП при любых значениях числа переменных  n  и числа уравнений  m<n:

1. О п т и м а л ь н о е   р е ш е н и е , если оно существует, лежит не внутри, а на границе о б л а с т и   д о п у с т и м ы х  р е ш е н и й, в одной из которых по крайней мере  k  из переменных обращается в нуль.

2. Для того  чтобы найти  о п т и м а л ь н о е   р е ш е н и е, нужно переходя от одной  о п о р н о й   точки к другой, двигаться в направлении уменьшения линейной функции L, которую требуется минимизировать.


На этих принципах и основаны методы решения задач линейного программирования, один из которых мы рассмотрим в дальнейшем. 
4.4 Задача линейного программирования с             ограничениями – неравенствами. Переход от нее к ОЗЛП
На практике ограничения в задаче линейного программирования часто задаются не уравнениями, в неравенствами.

Покажем, как можно перейти от задачи с ограничениями-неравенствами к основной задаче линейного программирования.

Пусть имеется задача линейного программирования с n переменными        x1 ,x2 ,…,xn , в которой ограничения, наложенные на переменные, имеют вид линейных неравенств. В некоторых из них знак неравенства может быть ≥, а в других ≤ (второй вид сводится к первому простой переменой знака обеих частей). Поэтому зададим все ограничения-неравенства в стандартной форме:
                     [image: image61.png]Ay3X; + QypXp + o+ QX + by 2
@p1%; + Ay Xy + o+ AppXy + by =




                  (1)

Будем считать, что все эти неравенства линейно независимы(т. е. никакое из них нельзя представить в виде линейной комбинации других).

Требуется найти такую совокупность значений x1 ,x2 ,…,xn, которая удовлетворяла бы неравенствам (1), и, кроме того, обращала бы в минимум линейную функцию:
                  [image: image63.png]L=cix; +CXxy + o+ CpXpy



                          (2)
От поставленной таким образом  задачи легко перейти  к   о с н о в н о й     з а д а ч е   л и н е й н о г о   п р о г р а м м и р о в а н и я. Действительно, введем обозначения: 
                         [image: image65.png]Y1 =0Q1Xy + Ak ot QypXy + by,
Y2 = GpaXy + QgpXp o GpnXy + by,
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          (3)
где  y1 ,y2 ,…,ym, -  некоторые новые переменные, которые мы будем называть «добавочными». Согласно условиям (1), эти добавочные переменные так же, как   x1 ,x2 ,…,xn, должны быть неотрицательными.

  Таким образом, перед нами возникает задача линейного программирования    в следующей постановке: найти такие неотрицательные значения (m+n) переменных x1 ,x2 ,…,xn; y1 ,y2 ,…,ym, чтобы они удовлетворяли системе ограничений (3) и одновременно обращали в минимум линейную функцию этих переменных:

                      [image: image67.png]L =cix; + CoXxy + 0+ CpXy



.

Перед нами в чистом виде основная задача линейного программирования(ОЗЛП). Уравнения (3) заданы в форме, уже разрешенной относительно базисных переменных y1 ,y2 ,…,ym, которые выражены через свободные переменные x1 ,x2 ,…,xn. Общее количество переменных равно n+m, из них n «первоначальных» и m «добавочных».  Функция L выражена только через «первоначальные», которые в условиях (3) являются свободными переменными.

Таким образом, задача линейного программирования с ограничениями-неравенствами сведена к ОЗЛП, но с большим числом переменных по отношению к первоначальной задаче.

4.5 Симплекс-метод решения задачи линейного программирования
Для нахождения решения задачи линейного программирования в общем случае (при произвольном числе свободных переменных) применяются не геометрические, а вычислительные методы. Из них наиболее универсальным является так называемый   с и м п л е к с – м е т о д.

Идея симплекс-метода относительно проста. Пусть в задаче линейного программирования имеется n переменных и m независимых линейных ограничений, заданных в форме уравнений(см. 4.2). Mы знаем, что оптимальное решение (если оно существует) достигается в одной из опорных точек (вершин ОДР), где по крайней мере k=n-m  из переменных равен нулю. Выберем какие-то k переменных в качестве свободных и выразим через них остальные m базисных переменных. Пусть, например, в качестве свободных переменных выбраны первые k=n-m переменных x1 ,x2 ,…,xn, а остальные m выражены через:
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Положим, все свободные переменные равны нулю:

         x1=0, x2=0,…,xk=0.

При этом получим:

        xk+1=βk+1, xk+2=βk+2,…, xe=βe,… xn=βn.
Это решение может быть допустимым или недопустимым. Решение допустимо, если все свободные члены  βk+1, βk+2, βe ,βn  неотрицательны. 

Пусть это условие выполнено. Тогда мы получили  о п о р н о е   р е ш е н и е. Теперь необходимо получить ответ – является ли оно оптимальным. Чтобы ответить на этот вопрос, выразим линейную функцию L через свободные переменные xi (i=[image: image77.png]


):

[image: image79.png]L=19yy+VY1X1 +Va2Xs + " + Vi Xp.



                             (2)
 Очевидно, что при x1=x2=…=xk=0    L=γ0. Посмотрим, не  можем ли мы улучшить решение, т.е. уменьшить функцию L,  у в е л и ч и в а я     какие-нибудь из переменных x1, x2,…, xk (уменьшать мы их не можем, так как все они равны нулю, а отрицательные значения переменных недопустимы). Если все коэффициенты γ1, γ2,…, γk  в соотношении (2)  п о л о ж и т е л ь н ы, то увеличивая какие-то из свободных переменных сверх нуля, мы не   м о ж е м   уменьшить L. Следовательно, найденное нами опорное решение является      о п т и м а л ь н ы м. Если же среди коэффициентов γ1, γ2,…, γk  в соотношении (2) есть отрицательные, то, увеличивая некоторые из переменных x1, x2,…, xk , а именно те, коэффициенты при которых отрицательны, мы можем  у л у ч ш и т ь    решение, то есть уменьшить L.

Пусть, например, коэффициент γ1 отрицателен в формуле (2). Значит, есть смысл увеличить x1, т. е. перейти от данного опорного решения к другому, где переменная x1 не равна нулю, а вместо нее равна нулю какая-то другая. Увеличение x1 «полезно» для линейной функции L, делает ее меньше. Однако увеличивать x1 надо осторожно, так чтобы не стали отрицательными другие переменные xk+1, xk+2,…,xn, выраженные через свободные переменные, в частности через x1 формулами (1).

Посмотрим, опасно ли для переменных xk+1, xk+2,…,xn увеличение x1, т.е. может ли оно сделать их отрицательными. Оказывается опасно, если коэффициент при x1 в соответствующем уравнении системы (1) отрицателен. Если среди уравнений (1) нет уравнений с отрицательными коэффициентами при x1, величину x1 можно увеличивать беспредельно, а, значит, линейная функция L не ограничена снизу и оптимального решения ОЗЛП не существует.

Допустим, что среди уравнений системы (1) есть такие, в которых коэффициент при xl отрицателен. Для переменных, стоящих в левых частях уравнений, увеличение xl опасно – оно может сделать их отрицательными.

Возьмем одну из таких переменных xl и посмотрим, до какой степени можно все же увеличить x1, пока переменная xl не станет отрицательной. Рассмотрим в системе (1) уравнение, соответствующее xl. Здесь свободный член βe≥0, коэффициент αl1 отрицателен. Легко понять, что если мы оставим x2=x3=…=0, то x1 мы можем увеличивать только до значения равного – βe/αe1, а при дальнейшем увеличении x1 переменная xl станет отрицательной.
Выберем ту из переменных xk+1, xk+2,…,xn, которая     р а н ь ш е   в с е х  обратится в нуль при увеличении х1, т.е.  ту, для которой величина –  βi/αi1  меньше всего. Пусть такая «наиболее угрожаемая»  переменная будет xr. Тогда имеет смысл «переразрешить» систему (1) относительно других 

базисных переменных, выведя из числа свободных переменных x1 и переведя вместо нее в группу свободных переменных xr . Действительно, мы хотим перейти от опорного решения, задаваемого равенствами  x1= x2=…xk=0, к опорному решению, в котором уже x1≠0, а  x2=x3=…= xk = xr =0.  Первое опорное решение мы получили, положив равными нулю все прежние свободные переменные x1=x2,…,xk. Второе мы получим, если обратим в нуль новые свободные переменные x2,…, xk , xr. Базисными переменными при этом будут x1, xk+1,…, xr-1, xr+1,…,xn. 
Пусть уравнения вида (1) для нового набора базисных и свободных переменных составлены. Тогда можно выразить через новые свободные переменные и линейную функцию L. Если все коэффициенты при переменных в этой формуле положительны, то мы нашли оптимальное решение: оно получится, если все свободные переменные положить равными нулю. Если среди коэффициентов при переменных есть отрицательные, то процедура улучшения решения продолжается: система вновь переразрешается относительно других базисных  переменных, и там далее, пока не будет найдено оптимальное решение, обращающее функцию  L в минимум.

Таким образом, решение задачи линейного программирования сводится к последовательному переходу от одной опорной вершины к другой, который связан с переразрешением системы (1) относительно новых базисных переменных с последующим анализом коэффициентов целевой функции, также переразрешенной относительно новых свободных переменных. Ниже рассмотрен алгоритм, позволяющий существенно упростить процесс переразрешения переменных. 
4.6 Табличный алгоритм замены базисных переменных

Процедура «переразрешения» системы уравнений-ограничений ОЗЛП относительно новых базисных переменных может быть существенно упрощена, если ее формализовать и свести к заполнению стандартных таблиц по определенной системе правил (а л г о р и т м у). Этот алгоритм мы продемонстрируем на конкретном примере.

Рассмотрим систему четырех уравнений ограничений:

[image: image80.png]Y1 =Q11% + Q1pXp + Q13X + by,
V2 = Q1%+ QppXp + QpaXa + by,
Ya = Q31X+ AgpXp + AgaXa + by,
Vi = QuqXy + Qo Xy + AyzXz + by,





с тремя свободными переменными x​1, x2, x3. Пусть нам требуется вывести из числа свободных какую-нибудь переменную, например x2, и перевести ее в базисные, а взамен ее ввести в число свободных какую-то базисную переменную, например y3. Таким образом, мы хотим обменять местами 

переменные x2 и y3​. Эту замену мы будем символически обозначать

x2↔ y3​.

Для реализации этой замены можно пойти традиционным путем. Из  третьего уравнения выразить x2 через y3 и подставить это выражение во все остальные уравнения. Процедура достаточно громоздкая, требующая напряженного внимания. При ее выполнении нетрудно ошибиться, особенно​ при большом числе уравнений. Но так как здесь приходится проделывать одни и те же операции, то их достаточно выполнить один раз в общем виде и вывести правила преобразования, которые затем можно применять автоматически. Эти правила, осуществляющие «переразрешение» системы, удобно реализовать в виде алгоритма с использованием таблиц.

Чтобы этот алгоритм был проще, и легче запоминался, целесообразно несколько преобразовать систему четырех уравнений-ограничений, представив их правые части, как   р а з н о с т ь   между свободными членами и суммой остальных: 

[image: image82.png]Y1 = by =(= @i Xy = A35X; = Qy3Xs),
Y2 = Dby = (m@1% — @5y X — p3%s),
Y2 = by—(=a1%; — @3pX; — A33%a),
Vo =by—(—@u1 %, — QupX5 — Qy3%3).




                             (1)

Обозначая  -a11=α11; -a12=α12;…; -a43=α43,

получим:

[image: image84.png]Y1 = by =(@y3 X + @y X, + @y3X3),
V2 = by = (Fay Xy + X, + @p3X)
Y2 = b= (a1 + @3 X, + @33Xa),
Vo =by—(Fau X + @uaXs + @yx3).




                             (2)

Форма  записи уравнений (2) получила название  с т а н д а р т н о й.

Вместо записи уравнений (2) можно воспользоваться заполнением стандартной таблицы, в которой указаны только свободные члены и коэффициенты при переменных. Первый столбец таблицы отведем под свободные члены, а остальные – под коэффициенты при свободных переменных в стандартной форме. Таблица для системы (2) приведена в  табл. 1.
Таблица 1
	
	Свободный   член
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Ранее мы указывали, что хотим произвести замену x2↔ y3​, т.е. перевести переменную x2 в число базисных, а переменную y3​ – в число свободных. Элемент, стоящий на пересечения строки с y3​ и столбца с x2, получил название  р а з р е ш а ю щ е г о  элемента, а соответствующие строка и столбец получили название  р а з р е щ а ю щ и х.

Выполняя операцию x2↔ y3​, мы хотим в разрешающей строке поместить переменную x2, а в разрешающем столбце – переменную y3​.

Найдем коэффициенты, которые нужно поставить в таблице после обмена переменных. Начнем с преобразования разрешающей строки. Решая третье уравнение (2) относительно x2, получим:
                [image: image109.png]1 @z3
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                           (3)
Таким образом, преобразованные элементы разрешающей строки найдены. Составим правило преобразования остальных строк. Для этого подставим в первое уравнение системы (2) вместо x2 его выражение (3). После приведения подобных членов в первой строке преобразованной таблицы получим соответствующие коэффициенты при переменных. Аналогичному преобразованию подвергаются и все остальные строки. В результате получим преобразованную таблицу(см. табл. 2), в которой реализована операция     x2↔ y3​.

Таблица 2
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Рассмотрев таблицу 2, можно сформировать алгоритм преобразования коэффициентов стандартной таблицы.

1. Разрешающий элемент заменяется на обратную ему величину.

2. Все остальные элементы разрешающей строки делятся на разрешающий элемент.

3. Все элементы разрешающего столбца(кроме разрешающего элемента) меняют знак и делятся на разрешающий элемент.

4. Каждый из остальных элементов подвергается следующему преобразованию: к нему прибавляется произведение элемента, стоявшего в прежней разрешающей строке на том же самом месте по порядку(т.е. в том же столбце, что и наш элемент), на элемент, стоящий в новом разрешающем столбце на соответствующем месте(т.е. в той же строке, что и наш элемент).

Нетрудно убедится, что сформулированные правила преобразования стандартной таблицы справедливы для любого числа уравнений и свободных переменных и для любой замены xj↔ yi.

Но в задаче линейного программирования кроме ограничений существует и линейная функция 

[image: image133.png]L=Cy+CiXy+CoXy+ -+ CpX,,




которую нужно минимизировать. Если эта функция выражена через прежние свободные переменные x1x2,…, xn, то очевидно, после замены xj↔ yi​ ее нужно выразить через новые свободные переменные. Нетрудно убедиться, что для этого может быть применен тот же алгоритм, что и для преобразования любой строки стандартной таблицы. Действительно, приводя L к стандартной форме 

[image: image134.png]L=co— (y1x1 + 12X, + -+ VX,





где γi=-ci, i=[image: image136.png]1,n



, мы получим еще одну строку(добавочную) стандартной таблицы, которая отличается от остальных только тем, что в ней никогда не выбирается разрешающий элемент.

С помощью табличного алгоритма обмена переменных в уравнениях ОЗЛП можно решить любую задачу линейного программирования или же убедиться, что она не имеет  решения.

Нахождение решения каждой задачи линейного программирования распадается на два этапа:

1. Отыскание опорного решения;

2. Отыскание оптимального решения, минимизирующего линейную функцию L.
В процессе первого этапа попутно выясняется, имеет ли данная задача допустимое(неотрицательное) решение. Если да, то находится опорное решение, для которого все свободные переменные равны нулю, а все базисные неотрицательны.

В процессе второго этапа выясняется, ограничена ли снизу минимизируемая функция L. Если нет, то оптимального решения не существует, если да, то оно находится после того или другого числа замены xj↔ yi​.

Оба этапа решения ОЗЛП удобно выполнять с помощью описанного алгоритма.

4.7  Отыскание опорного решения ОЗЛП

Пусть имеется ОЗЛП с ограничениями-равенствами, записанными в стандартной форме:
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                         (1)
разрешенными относительно базисных переменных yi (i=[image: image140.png]1,m



), которые выражены через свободные переменные xj (j=[image: image142.png]1,n



). В каждой вершине ОДР(опорное решение) по крайней мере n переменных должны обращаться в нуль. Попробуем получить опорное решение, полагая в (1) все свободные переменные равными нулю.

Имеем:

                          x1=x2=…=xn=0;                                               (2)
                           y1=b1; y2=b2; … ; ym=bm.

Если все свободные переменные bj (j=[image: image144.png]1,m



) в уравнениях (1) неотрицательны, то опорное решение уже  п о л у ч е н о. Этот случай нас не интересует. Рассмотрим случай, когда среди свободных переменных            b1, b2,…,bm есть отрицательные. Это значит, что решение (2) не является опорным, оно вообще не является допустимым. И опорное решение еще предстоит найти. Для этого мы будем последовательно менять местами базисные и свободные переменные в системе (1) до тех пор, пока не придем к опорному решению или не убедимся, что его не существует. Последнее бывает в случае, когда система уравнений (1) несовместима с неравенствами 
                xj≥0 (j=[image: image146.png]1,n



) и yi≥0 (i=[image: image148.png]1,m



,)                                    (3)

т. е. у нее нет отрицательных решений.

Очевидно, процедура обмена базисных и свободных переменных должна приближать нас к границе ОДР, а не отдалять от нее, т.е. число отрицательных свободных членов с каждым шагом убывало, или, если число отрицательных свободных членов остается прежним, то, по крайней мере, убывали их абсолютные величины.

Существует ряд способов выбора разрешающего элемента для приближения к опорному решению. Остановимся(без строгого доказательства) на одном из них.

Пусть в системе (1) имеется одно из уравнений с отрицательным свободным членом, например yl. Ищем в этой строке отрицательный элемент αlj. Если такого элемента нет(все элементы αlj≥0), это признак того, что система уравнений (1) несовместима с неравенствами (3). Действительно, при отсутствии отрицательных элементов в строке вся правая часть соответствующего уравнения может быть только отрицательной, а это противоречит условиям неотрицательности переменных.

Предположим, что отрицательный элемент есть. Тогда выбираем столбец, в котором он находится, в качестве разрешающего.

Теперь надо выбрать в этом столбце сам разрешающий элемент. Рассмотрим все элементы данного столбца, имеющие одинаковый знак со свободным членом. Из них выбираем в качестве разрешающего тот,  д л я       к о т о р о г о    о т н о ш е н и е      к     н е м у   с в о б о д н о г о     ч л е н а    м и н и м а л ь н о.

Таким образом, выбирается    р а з р е ш а ю щ и й    с  т о л б е ц,                    р а з р е ш а ю щ и й    э л е м е н т   в нем и, значит,   р а з  р е ш а ю щ а я         с т р о к а.

Формальными признаками того, что совершается приближение к опорному решению является, во-первых, уменьшение числа отрицательных свободных членов, а во-вторых, уменьшение по абсолютной величине отрицательных свободных членов.

Убедимся на примере, как совершается приближение к опорному решению при таком правиле выбора разрешающего элемента. Попутно 

убедимся в разумности этого правила.

Пример 1. Найти(если оно существует) опорное решение задачи линейного программирования с ограничениями-неравенствами, представленными в стандартной форме:

[image: image150.png]O —x; = 2%, +x3),
Yo= =5—( —2x;+% —x3)
n= 2-( X+x, ),
v= 1—( —x, + x3).



                                (4)
Решение: Записываем условия (4) в виде стандартной таблицы                       (см. таблицу 1).

Таблица 1

	
	Свободный член
	x1
	x2
	x3

	y1
	1
	-1
	-2
	1

	y2
	-5
	-2
	1
	-1

	y3
	2
	1
	1
	0

	y4
	1
	0
	-1
	1


В таблице 1 имеется отрицательный свободный член -5 в строке y2. Согласно правилу выбираем любой отрицательный элемент, например, -2 в столбце x1. Этим мы выбрали разрешающий столбец с x1. В качестве «кандидатов» на роль разрешающего элемента рассмотрим все те элементы этого столбца, которые одинаковы по знаку со своим свободным членом. Это будут -2 и 1(нуль в качестве разрешающего элемента фигурировать не может).

Вычислим для каждого из «кандидатов» отношение к нему свободного члена:

-5/-2=2,5; 2/1=2.

Наименьшее из этих отношений 2, значит, элемент 1 выбираем в качестве разрешающего и меняем местами x1↔y3. Разрешающий столбец и разрешающая строка выделены соответствующим цветом.

Преобразование в соответствии с алгоритмом позволяет получить следующую таблицу 2.

Таблица 2

	
	Свободный член
	y3
	x2
	x3

	y1
	3
	1
	-1
	-1

	y2
	-1
	2
	3
	-1

	x1
	2
	1
	1
	0

	y4
	1
	0
	-1
	1


В таблице 2 попрежнему один отрицательный свободный член, но по абсолютной величине он уже меньше, чем в таблице 1, значит, мы приближаемся к ОДР.

Попытаемся избавиться от отрицательного свободного члена. B строке y2 имеется только  один отрицательный элемент -1. Значит разрешающим столбцом может быть только столбец x3. Как и в предыдущем случае анализируем отношения к элементам столбца свободных членов и выбираем в качестве разрешающего элемент, равный (-1), меняя x3↔y2. Результат замены приведен в таблице 3.

Таблица 3

	
	Свободный член
	y3
	x2
	y2

	y1
	2
	3
	2
	1

	x3
	1
	-2
	-3
	-1

	x1
	2
	1
	1
	0

	y4
	0
	2
	2
	1


В таблице 3 все свободные члены неотрицательны и опорное решение найдено:
y3= x2= y2=0; y1=1; x3=1; x1=2; y4=0.

4.8    Отыскание оптимального решения ОЗЛП
В предыдущем разделе 4.7, мы научились находить опорное решение задачи линейного программирования. При отыскании опорного решения не принималась во внимание минимизируемая функция L. Теперь рассмотрим процедуру решения, которое обращает в минимум линейную функцию: 

                             [image: image152.png]L=co— (yixs + VX, + -+ ¥px,)



.                         (1)
Для отыскания оптимального решения также можно использовать алгоритм преобразования стандартных таблиц, в которых одна из строк, например, верхняя, отводится под линейную функцию L. Следует помнить о том, что в строке, соответствующей функции L, разрешающий элемент не выбирается. Формальным признаком того, что оптимальное решение найдено, является отрицательность коэффициентов γi (i=1…n) в соотношении (1).

Если в строке L имеют место положительные коэффициенты, то оптимальное решение не достигнуто и его следует найти. Столбцы, соответствующие положительным коэффициентам, выбираются в качестве разрешающих. И если в разрешающем столбце нет ни одного положительного элемента, то в этом случае функция L не ограничена снизу и ОЗЛП не имеет оптимального решения. 
Действительно, в этом случае увеличение переменной, соответствующей данному столбцу, уменьшает линейную функцию L и не может сделать ни одной из базисных переменных отрицательной, значит, ничто не препятствует неограниченному уменьшению функции L.

Итак, сформулируем правила нахождения оптимального решения ОЗЛП симплекс-методом.

1. Если все свободные члены(не считая строки L) в симплекс-таблице неотрицательны, а в строке L(не считая свободного члена) нет ни одного положительного элемента, то    о п т и м а л ь н о е    р е ш е н и е                     д о с т и г н у т о.

2. Если в строке L есть положительные элементы, а в столбце, соответствующем ему, нет ни одного положительного элемента, то линейная функция не ограничена снизу и   о п т и м а л ь н о г о    р е ш е н и я    н е        с у щ е с т в у е т.

3.   Если в этом столбце есть положительные элементы, то следует произвести замену одной из свободных переменных на одну их базисных, причем в качестве разрешающего надо взять элемент этого столбца, для которого отношение к нему соответствующего свободного члена минимально.

В заключение остановимся на так называемом  «вырожденном» случае, когда один(или более) свободных членов в уравнениях-ограничениях получается равным нулю. Это означает, что в данном опорном решении обращаются в нуль не только свободные переменные, но и некоторые из базисных.

Сделаем еще одно, последнее замечание по поводу так называемого «зацикливания». При наличии «вырождения» может оказаться, что замена одной из свободных переменных на базисную и обратно приводит только к перестановке переменных, без уменьшения функции L. В очень редких случаях может оказаться, что последовательное применение правила выбора разрешающего элемента приводит к тому, что после нескольких замен xj↔ yi​ мы вновь возвращаемся к тому же набору свободных и базисных переменных, с которых начали. Это и называется «зацикливанием». Практически, для того, чтобы избежать этого, достаточно бывает при повторении взять разрешающий элемент не так, как он был взят первый раз(например, в другом столбце).

Пример 1. Найти решение задачи линейного программирования с уравнениями 
      [image: image154.png]V1 =2 = (e +x = 2x,),
Yo=1-(,—x,+x3),
Y2=5-(  x+x),
v.=2—-02x,—x, ),




                                                 (2)
обращающее в минимум линейную функцию 
      L=0-(-x1+2x2+x3​).                                                              (3)

Решение. Все свободные члены в (2) неотрицательны, значит, опорное решение найдено:

                  x1=x2=x3​=0; y1=2; y2=1; y3=5; y4=2.

Является ли оно оптимальным? Нет, так как в (3) коэффициенты при x2 и x3​ положительны. Значит, увеличивая эти переменные, мы можем уменьшить значение функции L.

Запишем (2) и (3) в виде стандартной таблицы 1.

Таблица 1

	
	Свободный член
	x1
	x2
	x3

	L
	0
	-1
	2
	1

	y1
	2
	1
	1
	-2

	y2
	1
	1
	-1
	1

	y3
	5
	0
	1
	1

	y4
	2
	2
	-1
	0


Так как коэффициенты в первой строке при x2 и x3 ​​положительны, любую из этих переменных можно вывести из числа свободных переменных. Пусть это будет x3​. Выберем в этом столбце разрешающий элемент. Так как минимальными их двух отношений (1/1 и 5/1) является первое, то в качестве разрешающего выбирается элемент 1 в столбце x3​ и строке y2. Произведем замену x3​↔y2 и получим таблицу 2.

Таблица 2

	
	Свободный член
	x1
	x2
	y2

	L
	-1
	-2
	3
	-1

	y1
	4
	3
	-1
	2

	x3
	1
	1
	-1
	1

	y3
	4
	-1
	2
	-1

	y4
	2
	2
	-1
	0


В верхней строке таблицы 2 есть положительный коэффициент x2, значит, x2 надо вывести из разряда свободных в разряд базисных. Произведя переразрешние переменных в соответствии с алгоритмом, получим                   таблицу 3.

Таблица 3

	
	Свободный член
	x1
	y1
	y2

	L
	-7
	-1/2
	-3/2
	1/2

	x2
	6
	5/2
	1/2
	3/2

	x3
	3
	1/2
	1/2
	1/2

	y3
	2
	-1/2
	1/2
	-1/2

	y4
	4
	3/2
	1/2
	-1/2


Но и это решение не является оптимальным. Полученное решение можно улучшить. Окончательное решение представлено в таблице 4.

Таблица 4
	
	Свободный член
	x1
	y3
	y1

	L
	-9
	-4/3
	-5/3
	-1/3

	y2
	4
	5/3
	1/3
	2/3

	x2
	1
	-1/3
	1/3
	-1/3

	y4
	4
	1/3
	2/3
	1/3

	x3
	5
	7/3
	2/3
	1/3


В первой строке нет ни одного положительного коэффициента. Значит оптимальное решение достигнуто. Оно равно:
x1= y3= y1=0; y2=4; x2=4; y4=6; x3​=1.

При этих значениях переменных  линейная функция L достигает своего минимального значения,  равного 

Lmin=-9.

Помимо рассмотренного симплекс-метода решения задач линейного программирования известны и другие методы, например, распределительный, метод потенциалов и др.

4.9 Двойственные задачи линейного программирования

Каждой задаче линейного программирования можно определенными образом сопоставить некоторую другую задачу (линейного программирования), называемую   д в о й с т в е н н о й   или                            с о п р я ж е н н о й  по отношению к    и с х о д н о й    или     п р я м о й. Дадим определение двойственной задаче по отношению к общей задаче линейного программирования, состоящей в нахождении максимального значения функции

[image: image156.png]L=cyXy+CoXy + -+ %X,



                                    (1)

при ограничениях 
[image: image158.png]A1 Xy + QX + o+ Ay X, = by
Ap1X; + Uy0X, + o+ QX < by;




                      (2)
          [image: image160.png]


.                                                (3)
Задача, состоящая в нахождении минимального значения функции 

[image: image162.png]


                                    (4)

при ограничениях

[image: image164.png]@11Y1 +Q1pY; + ot QY = Cy;
A21)1 + QgaY + o+ AoV Z €25




                        (5)

              [image: image166.png]


.                                               (6)
называется     д в о й с т в е н н о й   по отношению к задаче (1) – (3) .

Задачи (1) – (3)  и (4) – (6) образуют пару задач, называемую в линейном программировании   д в о й с т в е н н о й   п а р о й.

Сравнивая две сформулированные задачи, видим, что двойственная задача по отношению к исходной составляется согласно следующим правилам:

1. Целевая функции исходной задачи (1) – (3) задается на максимум, а целевая функция двойственной задачи (4) – (6) – на минимум.

2. Матрица A, составленная из коэффициентов при неизвестных в               системе (2) исходной задачи и аналогичная матрица [image: image168.png]


 в двойственной задаче получаются друг из друга транспонированием.

3. Число переменных в двойственной задаче (4) – (6) равно числу соотношений в системе (2) исходной задачи (1) – (3), а число ограничений в системе (5) двойственной задачи – числу переменных в исходной задаче.

4. Коэффициентами при неизвестных в целевой функции (4) двойственной задачи являются свободные члены в системе (2) исходной задачи, а правыми частями в соотношениях системы (5) двойственной    задачи – коэффициенты при неизвестных в целевой функции (1) исходной задачи.

В качестве   примера  рассмотрим   з а д а ч у   и с п о л ь з о в а н и я      р е с у р с о в.

Предприятие имеет m видов ресурсов в количестве bi(i=1…m) единиц, из которых производятся n видов продукции. Для производства единицы j-ой продукции расходуется aij  единиц i-ого ресурса, а ее стоимость составляет cj  единиц. Требуется составить план выпуска продукции, обеспечивающий ее максимальный выпуск в стоимостном выражении. Обозначим через                  [image: image170.png]


 количество единиц j-ой продукции. Тогда исходную задачу сформулируем так.

Найти вектор X=(x1, x2, … , xn), который удовлетворяет ограничениям 
[image: image171.png]Q1% + QX + o+ Ay X, = by
Ap1X; + Gy0Xy + -+ AppXy < by;





и доставляет максимальное значение линейной функции 

[image: image172.png]L=cyXy+CoXy + -+ %X,




[image: image174.png]


.
Оценим ресурсы, необходимые для изготовления продукции. Обозначим через [image: image176.png]


  стоимость  единицы i-ого ресурса. Тогда система ограничений, связанная со стоимостью затраченных ресурсов при изготовлении любого вида продукции, примет вид 

[image: image177.png]@uYs + Y, + ot A Y = 05
Q211 + QgaYy + o+ AV Z €25





Требуется найти значение [image: image179.png]


 которые удоволетворяют представленной системе ограничений и доставляют минимум линейной функции

[image: image180.png]



Рассмотренные исходная и двойственная задачи могут быть интерпретированы следующим образом.

Исходная задача. Сколько и какой продукции [image: image182.png]


 [image: image184.png]


 необходимо произвести, чтобы при заданных стоимостях  cj (j[image: image186.png]


) единицы продукции и размерах имеющихся ресурсов bi (b[image: image188.png]


) максимизировать выпуск 

продукции в стоимостном выражении.

Двойственная задача. Какова должна быть цена единицы каждого из ресурсов, чтобы при заданных количествах ресурса bi  и величинах стоимости единицы продукции cj минимизировать стоимость затрат?
Переменные [image: image190.png]


 назаваются    о ц е н к а м и   или  н е я в н ы м и                   т е н е в ы м и  ценами.

Результаты решения прямой и двойственной задач позволяет пользователю(исследователю) получить более полную картину относительно исследуемой проблемы.

Между оптимальными планами пары двойственных задач существует связь, которую устанавливает следующая теорема.

Теорема 1 (теорема двойственности)

Если из пары двойственных задач одна обладает оптимальным  планом, то и другая имеет решение, причем для экстремальных значений линейных функций выполняется соотношение

min L = max [image: image192.png]


.

Если линейная функция одной из задач не ограничена, то другая не имеет решения.
Различают несимметричные и симметричные двойственные задачи. В несимметричных двойственных задачах система ограничений исходной задачи задается в виде равенств, а двойственной – в виде неравенств, причем в последней переменные могут быть и отрицательными. В симметричных задачах система ограничений как исходной, так и двойственной задач задается неравенствами, причем на двойственные переменные налагается условие неотрицательности.

Математические модели пары двойственных задач могут иметь один из следующих видов:

Несимметричные задачи
Исходная задача
1. Lmin=CX;

AX=B;

X ≥ 0.
2. Lmax=CX;

AX=B;

X ≥ 0.
Двойственная задача

1. [image: image194.png]


max=YB;

YA ≤ C.

2. [image: image196.png]


min=YB;

YA ≤ C. 
Симметричные задачи
Исходная задача
3. Lmin=CX;

AX≥B;

X ≥ 0.
4. Lmax=CX;

AX ≤ B;

X ≥ 0.
Двойственная задача
3. [image: image198.png]


max=YB;

YA ≤ C;

Y ≥ 0.

4. [image: image200.png]


min=YB;

YA ≥C;

Y ≥ 0.

Здесь:

X=(x1,x2,…, xn )T – матрица –столбец;

С=(с1,с2,…, сn )T – матрица –строка;

B=(b1,b2,…, bm )T – матрица –столбец;

Y=(y1,y2,…, ym )T – матрица –строка;

A=(aij)m*n – матрица коэффициентов системы ограничений.

Таким образом, прежде чем записать двойственную задачу для данной исходной, систему ограничений исходной задачи необходимо привести к соответствующему виду.

В заключение без доказательства приведем следующую теорему, которая используется при оценке результатов решения двойственных задач линейного программирования.

Теорема 2. Если при подстановке компонент оптимального плана в систему ограничений исходной задачи i-e ограничение обращается в неравенство, то i-я компонента оптимального плана двойственной задачи равна нулю.

Если i-я компонента оптимального плана двойственной задачи положительна, то i-e ограничение исходной задачи удовлетворяет ее оптимальным решением как строгое равенство.
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