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Введение

Развитие современного общества характеризуется повышением технического уровня, усложнением организационной структуры производства, углублением общественного разделения труда, усложнением современных систем коммуникаций, управления, производства, ускоренное развитие новых глобальных экономических и социальных связей, достижения науки и техники, экологические и финансовые причины требуют сегодня быстрого принятия решений, нахождения условий обеспечения наилучшего использования имеющихся ресурсов, отыскания факторов, дающих положительный результат при рассмотрении той или иной проблемы, возникающей перед инженером, экономистом, технологом, ученым, то есть требуют решения задачи оптимального планирования. 

Характерной тенденцией в построении современных систем автоматического управления является стремление получить системы, которые в некотором смысле являются наилучшими. При управлении технологическими процессами это стремление выражается в том, чтобы получать максимальное количество продукции высокого качества при ограниченном использовании ресурсов (сырья, энергии и т.п.). В системах управления кораблями, самолетами, ракетами стремятся минимизировать время, по истечении которого объект выходит в заданную точку или на заданную траекторию при ограничении угла отклонения рулей, количества расходуемого топлива и т.п. В следящих и стабилизирующих системах представляет интерес достижения максимальной точности при наличии возможных ограничений, накладываемых на координаты регулируемого объекта, исполнительные элементы и регулятор.

На примере данной работы рассматривается ряд методов оптимизации функции нескольких переменных.


Исходные данные и аналитическое решение.
Целевая функция:

f(x1, x2) = (x1 – a)2 + (x2 – b)2 + x1(x2 ,

где
a = 0;

b = 3;

тогда целевая функция имеет следующий вид:

f(x1, x2) = (x1 – 0)2 + (x2 – 3)2  + x1(x2
Начальная точка x(0):

x(0) = [–10; –10]T
Вычислим стационарную точку.
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Найдем экстремум целевой функции.
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Из системы получаем:
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 является стационарной точкой.

Значение функции для точки xc:
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Для определения характера стационарной точки составим матрицу Гессе для функции.
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Т.к. определитель матрицы Гессе больше нуля и диагональные элементы положительны, то стационарная точка 
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 является точкой минимума.
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1. Метод поиска по симплексу
Работа симплексного поиска начинается с построения регулярного симплекса  в пространстве независимых переменных  и оценивания целевой функции в каждой вершине. Затем определяется вершина с максимальным значением целевой функции  и проектируется через центр тяжести оставшихся вершин в новую точку. Процедура продолжается до тех пор, пока не будет найдена точка минимума.

При заданной базовой точке х(0)  и масштабном множителе 
[image: image11.wmf]a

 координаты остальных вершин симплекса вычисляются по формуле

если i = j
        если i
[image: image12.wmf]¹

 j
Приращения 
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 и 
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 определяются по формулам
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Координаты центра тяжести определяются по формуле
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Координаты  новой вершины удовлетворяют уравнению
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Для того, чтобы симплекс обладал свойством регулярности, отображение должно быть симметричным, то есть 
[image: image21.wmf]l
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f(х)=х12+(х2-3)2+х1х2          - целевая функция

Пусть масштабный множитель ( = 4
Вычислим приращения (1 и (2 по формулам:

	(1 = 
	(N + 1 + N – 1
	 ( (

	
	N ( (2
	

	(2 = 
	(N + 1 – 1
	 ( (

	
	N ( (2
	


где N = 2, тогда
	(1 = 
	(3 + 1
	 ( (

	
	2 ( (2
	

	(2 = 
	(3 – 1
	 ( (

	
	2 ( (2
	


Подставим значение ( в формулу (1.1) и (1.2), получим:
	(1 = 
	(3 + 1
	 ( 4 = 3,8637

	
	2 ( (2
	

	(2 = 
	(3 – 1
	 ( 4 = 1,0352

	
	2 ( (2
	


Так как N = 2, то симплекс представляет равносторонний треугольник, одна вершина которого задана уже по условию x(0) – базовая точка.
Координаты двух других вершин симплекса, зная базовую точку, можно определить по формуле:

	x(i) =
	(
	xj(0) + (1 ,   при i = j

	
	
	xj(0) + (2 ,   при i ( j


где i, j = 1, 2, …, N.
Вычислим координаты вершин x(1) и x(2) симплекса:
x(1) = [– 10 + 3,8637; – 10 + 1,0352]T = [– 6,1362; – 8,9647]T
x(2) = [– 10 + 1,0352; – 10 + 3,8637]T = [– 8,9647; – 6,1362]T
Вычислим значения целевой функции в вершинах симплекса:
f(x(0)) = (– 10 – 5)2 + (– 10 – 6)2 + (– 10)((– 10)= 369
f(x(1)) = (– 6,1363 – 5)2 + (– 8,9648 – 6)2 + (– 6,1363)((– 8,9648)= 235,8189
f(x(2)) = (– 8,9648 – 5)2 + (– 6,1363 – 6)2 + (– 8,9648)((– 6,1363)= 218,848
Так как значение целевой функции f(x(0)) наибольшее, то следует ее отразить в точку x(3) относительно центра тяжести вершин x(1) и x(2):
xc = 0,5 ( (x(1) + x(2)) = 0,5 ( (x(0) + x(3))   (   x(3) = x(1) + x(2) – x(0)
x(3)=[–6,1362–8,9647+10; –8,9647–6,1362+10]T=[–5,1010; –5,1010]T
Новый симплекс образован вершинами x(1), x(2) и x(3).
Значение целевой функции в вершине x(3):
f(x(3)) = (–5,1011–5)2 + (–5,1011–6)2 + (–5,1011)((–5,1011) = 117,667
Сравним значения целевых функций в вершинах x(1) и x(2), затем отразим точку, имеющую наибольшее значение целевой функции относительно центра тяжести остальных вершин.
f(x(1)) > f(x(2)) ( x(4) = x(2) + x(3) – x(1)
x(4)=[–8,9648–5,1011+6,1362;–6,1363–5,101+8,9648]T=[–7,9294;–2,2725]T
Новый симплекс образован вершинами x(2), x(3) и x(4).
f(x(4)) = (–7,9294 – 5)2 + (–2,2725 – 6)2 + (–7,9294)(( –2,2725) = 108,696
f(x(2)) > f(x(3)) ( x(5) = x(3) + x(4) – x(2)
x(5)=[–5,1010–7,9294+8,9647;–5,1010–2,2725+6,1362]T=[–4,0657;–1,2373]T
Новый симплекс образован вершинами x(3), x(4) и x(5).
f(x(5)) = (–4,0657– 5)2 + (–1,2373 – 6)2 + ((– 4,0657)((– 1,2373) = 39,515
f(x(3)) > f(x(4)) ( x(6) = x(4) + x(5) – x(3)
x(6)=[ -6,89; 1,591]T
Новый симплекс образован вершинами x(4), x(5) и x(6).
f(x(6)) = 38,545
f(x(4)) > f(x(5)) ( x(7) = x(5) + x(6) – x(4)
x(7)=[ -3,03; 2,62]T
Новый симплекс образован вершинами x(5), x(6) и x(7).
f(x(7)) = 1,364
f(x(5)) > f(x(6)) ( x(8) = x(6) + x(7) – x(5)
x(8)=[ -5,85; 5,45]T
Новый симплекс образован вершинами x(6), x(7) и x(8).
f(x(8)) = 8,393
f(x(6)) > f(x(7)) ( x(9) = x(7) + x(8) – x(6)
x(9)=[ -1,99; 6,49]T
Новый симплекс образован вершинами x(7), x(8) и x(9).
f(x(9)) = 3,212
f(x(8)) > f(x(7)) ( x(10) = x(7) + x(9) – x(8)
x(10)=[ 0,83; 3,66]T
Новый симплекс образован вершинами x(7), x(9) и x(10).
f(x(10)) = 4,183
f(x(9)) > f(x(7)) ( x(11) = x(7) + x(10) – x(9)
x(11)=[ -0,20; -0,20]T
Новый симплекс образован вершинами x(7), x(10) и x(11).
f(x(11)) = 10,334
f(x(10)) > f(x(7)) ( x(12) = x(7) + x(11) – x(10)
x(12) =[–4,06;–1,23]T
Так как вокруг точки x(7) произошло циклическое движение, то уменьшим масштабный множитель (, тем самым уменьшится симплекс.
Пусть ( = 2, тогда симплекс будет иметь следующие вершины x(7), x(12), x(13), где
x(12) = (x(7) + x(5))/2 = [-3,54; 0,69]T
x(13) = (x(6) + x(7))/2 = [-4,96; 2,10]T
Определим значение целевой функции в этих вершинах:
f(x(12)) = 39,515
f(x(13)) = 18,713 
Так как значение целевой функции f(x(12)) наибольшее, то 
x(14) = x(7) + x(13) – x(12)
x(14)=[ -4,44; 4,04]T
Новый симплекс образован вершинами x(7), x(13) и x(14).
f(x(14)) = 2,878
f(x(13)) > f(x(7)) ( x(15) = x(7) + x(14) – x(13)
x(15)=[ -2,51; 4,55]T
Новый симплекс образован вершинами x(7), x(14) и x(15).
f(x(15)) = -2,711 
f(x(14)) > f(x(7)) ( x(16) = x(7) + x(15) – x(14)
x(16)=[ -1,09; 3,14]T
Новый симплекс образован вершинами x(7), x(15) и x(16).
f(x(16)) = -2,22
f(x(7)) > f(x(15)) ( x(17) = x(15) + x(16) – x(7)
x(17)=[ -0,58; 5,07]T
Новый симплекс образован вершинами x(15), x(16) и x(17).
f(x(17)) = 1,69
f(x(16)) > f(x(15)) ( x(18) = x(15) + x(17) – x(16)
Новый симплекс образован вершинами x(15), x(17) и x(18)
x(18)=[ -1,99; 6,49]T
f(x(18)) = 3,21

f(x(17)) > f(x(15)) ( x(19) = x(15) + x(18) – x(17)
x(19)=[ -3,92; 5,97]T
Новый симплекс образован вершинами x(15), x(18) и x(19).
f(x(19)) = 0,80
f(x(15)) < f(x(18)) ( x(20) = x(15) + x(19) – x(18)
x(20)= x(14)=[ -4,44; 4,04]T
Новый симплекс образован вершинами x(15), x(19) и x(20).
Вокруг точки x(15) произошло циклическое движение, заканчиваем поиск. Полученная точка x(*)=[ -2,51; 4,55]T
.[image: image23.png]



X* - точка минимума по аналитическому решению
2. Метод Хука-Дживса
Алгоритм метода:

Шаг 1. Задать:

1. Начальную точку  х(0);

2. Приращение 
[image: image24.wmf]N
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3. Коэффициент уменьшения шага 
[image: image25.wmf]1

>

a

;

4. Параметр окончания поиска 
[image: image26.wmf]0
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e
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Шаг 2. Произвести исследующий поиск.

Шаг 3. Был ли исследующий поиск удачным ( найдена ли точка с меньшим значением целевой функции)?

Да: перейти к шагу 5;

Нет: продолжить.

Шаг 4 . Проверка на окончание поиска. Выполняется ли неравенство 
[image: image27.wmf]e
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Да: прекратить поиск;

Нет: уменьшить приращение по формуле
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                Перейти к шагу 2.

Шаг 5. Провести поиск по образцу
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Шаг 6. Провести исследующий поиск, используя 
[image: image30.wmf])
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 полученная в результате  точка.

Шаг 7. Выполняется ли  
[image: image32.wmf])
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Да: положить 
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[image: image34.wmf])

1

(

)

(

+

=

k

k

x

x

;  перейти к шагу 5;

Нет: перейти к шагу 4.


Шаг 1
f(х)=х12+(х2-3)2+х1х2          - целевая функция

X0 = [-10; -10]

F0 = 369

Шаг 2

Исследующий поиск вокруг точки X0:

Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[-9; -10] = 340 < F[-10; -10] = 369

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

Шаг 3
F[-9; -9] = 306 < F[-9; -10] = 340

Поиск успешен (перейти к шагу 5)
X1 = [-9; -9]

F1 = 306

Шаг 5
Поиск по образцу:

Xp2 = [-8; -8]

Шаг 6
Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[-7; -8] = 226 < F[-8; -8] = 249

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

F[-7; -7] = 198 < F[-7; -8] = 226

Поиск успешен

X(2) = [-7; -7]

Шаг 7
F(2) = 198 < F1 = 306 (да переход к шагу 5)
X2 = [-7; -7]

F2 = 198

Шаг 5
Поиск по образцу:

Xp3 = [-5; -5]


Шаг 6
Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[-4; -5] = 100 < F[-5; -5] = 114

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

F[-4; -4] = 81 < F[-4; -5] = 100

Поиск успешен

X(3) = [-4; -4]

Шаг 7
F(3) = 81 < F2 = 198 (да переход к шагу 5)
X3 = [-4; -4]

F3 = 81

Шаг 5
Поиск по образцу:

Xp4 = [-1; -1]

Шаг 6
Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[0; -1] = 16 < F[-1; -1] = 18

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

F[0; 0] = 9 < F[0; -1] = 16

Поиск успешен

X(4) = [0; 0]

Шаг 7
F(4) = 9 < F3 = 81 (да переход к шагу 5)
X4 = [0; 0]

F4 = 9

Шаг 5
Поиск по образцу:

Xp5 = [4; 4]

Шаг 6

Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[5; 4] = 46 >= F[4; 4] = 33

F[3; 4] = 22 < F[4; 4] = 33

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

F[3; 5] = 28 >= F[3; 4] = 22

F[3; 3] = 18 < F[3; 4] = 22

Поиск успешен

X(5) = [3; 3]

Шаг 7
F(5) = 18 >= F4 = 9 (нет переход к шагу 4)
Шаг 4
Проверка конца поиска по шагу: 1 > 0.5 (текущий шаг больше критического, следовательно, поиск продолжается)
Уменьшим приращение(шага): dx = 0,5 (перейти к шагу 2)
Шаг 2
Исследующий поиск вокруг точки X4:

Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[0,5; 0] = 9,25 >= F[0; 0] = 9

F[-0,5; 0] = 9,25 >= F[0; 0] = 9

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

Шаг 3
F[0; 0,5] = 6,25 < F[0; 0] = 9

Поиск успешен (перейти к шагу 5)
X5 = [0; 0,5]

F5 = 6,25

Шаг 5
Поиск по образцу:

Xp6 = [0; 1]


Шаг 6

Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[0,5; 1] = 4,75 >= F[0; 1] = 4

F[-0,5; 1] = 3,75 < F[0; 1] = 4

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

F[-0,5; 1,5] = 1,75 < F[-0,5; 1] = 3,75

Поиск успешен

X(6) = [-0,5; 1,5]

Шаг 7

F(6) = 1,75 < F5 = 6,25 (переход к шагу 5)
X6 = [-0,5; 1,5]

F6 = 1,75

Шаг 5
Поиск по образцу:

Xp7 = [-1; 2,5]

Шаг 6
Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[-0,5; 2,5] = -0,75 >= F[-1; 2,5] = -1,25

F[-1,5; 2,5] = -1,25 >= F[-1; 2,5] = -1,25

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

F[-1; 3] = -2 < F[-1; 2,5] = -1,25

Поиск успешен

X(7) = [-1; 3]

Шаг 7
F(7) = -2 < F6 = 1,75

X7 = [-1; 3]

F7 = -2

Шаг 5
Поиск по образцу:

Xp8 = [-1,5; 4,5]


Шаг 6
Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[-1; 4,5] = -1,25 >= F[-1,5; 4,5] = -2,25

F[-2; 4,5] = -2,75 < F[-1,5; 4,5] = -2,25

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

F[-2; 5] = -2 >= F[-2; 4,5] = -2,75

F[-2; 4] = -3 < F[-2; 4,5] = -2,75

Поиск успешен

X(8) = [-2; 4]

Шаг 7
F(8) = -3 < F7 = -2

X8 = [-2; 4]

F8 = -3

Шаг 5
Поиск по образцу:

Xp9 = [-3; 5]

Шаг 6
Фиксируем X[2], приращаем X[1]:

F[-2,5; 5] = -2,25 < F[-3; 5] = -2

Фиксируем X[1], приращаем X[2]:

F[-2,5; 5,5] = -1,25 >= F[-2,5; 5] = -2,25

F[-2,5; 4,5] = -2,75 < F[-2,5; 5] = -2,25

Поиск успешен

X(9) = [-2,5; 4,5]

Шаг 7
F(9) = -2,75 >= F8 = -3 (нет переход к шагу 4)
Шаг 4
Проверка конца поиска по шагу: 


[image: image35.wmf]e
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dx


0,5= 0,5 (текущий шаг меньше (равен) критическому, следовательно, поиск Завершен)

X8 = [-2; 4]

F8 = -3

[image: image36.png]



X* - точка минимума по аналитическому решению

3. Метод сопряженных направлений Пауэлла
Метод ориентирован на решение задач с квадратичными целевыми функциями. Основная идея алгоритма заключается в том,  что если квадратичная функция N переменных приведена к виду суммы полных квадратов, то её оптимум может быть найден в результате реализации N одномерных поисков по преобразованным координатным направлениям.

Алгоритм поиска экстремума:

Шаг 1. Задать
[image: image37.wmf])
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 и 
[image: image38.wmf])
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. 

Шаг 2. а) Произвести поиск из точки х(0)  в направлении 
[image: image39.wmf])
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 и получить точку х(0), являющуюся точкой экстремума на заданном направлении.

              б) Произвести поиск из точки х(1)  в направлении 
[image: image40.wmf])
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 и получить точку х(2) .

              в) Произвести поиск из точки  х(2) в направлении 
[image: image41.wmf])
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 и получить точку х(3).

Шаг 3. Вычислить направление (х(3) – х(1)).

Шаг 4. Провести одномерный поиск из точки х(3)  в направлении 
[image: image42.wmf])
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 с выходом на стационарную точку.


f(х)=х12+(х2-3)2+х1х2          - целевая функция

X0 = [-10; -10]

F0 = 369

Шаг 1
S1 = [1; 0] и S2 = [0; 1] – базисные направления
Шаг 2
а) найдём значение 
[image: image43.wmf]l

, при котором 
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  минимизируется в направлении 
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Произвольная точка на луче из точки х(0) в направлении 
[image: image47.wmf])
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Подставляя эти значения в выражение целевой функции, получаем
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. Дифференцируя последнее выражение  по 
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 и приравнивая его к нулю, находим 
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б) аналогично находим значение 
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, при котором минимизируется 
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в) поиск из точки  х(2) в направлении 
[image: image61.wmf])

2

(

s

 
[image: image62.wmf])

(

)

2

(

)

2

(

s

x

f

l

+

.  


[image: image63.wmf]*

l

= - 3

[image: image64.wmf][

]

[

]

[

]

T

T

T

x

5

;

4

1

;

0

3

8

;

4

)

3

(

-

=

-

-

=

, 
[image: image65.wmf]0

)

(

)

3

(

=

x

f


Шаг 3.  Положим 
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Направление  
[image: image67.wmf])
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 оказывается сопряженным с направлением 
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. Поскольку N=2, то оптимизация вдоль направления 
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 даёт искомый экстремум

Шаг 4. Найдём такое значение 
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,  при котором
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Получаем 
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X* - точка минимума по аналитическому решению
4.Метод Коши
 Если  в качестве направления поиска 
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 взять направление антиградиента функции  
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, называемый методом наискорейшего спуска или методом Коши.

Компоненты градиента:

(df/dx1) = 2X1 + X2

(df/dx2) = 2X2 + X1 - 6

f(х)=х12+(х2-3)2+х1х2          - целевая функция

X0 = [-10; -10]

F0 = 369
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Новое приближение  определим по формуле 
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Откуда: 
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Аналогично вычисляем следующую точку


[image: image93.wmf])

(

)

1

(

x

f

Ñ

= [2,17; -1,81]

[image: image94.wmf])

(

)

1

(

)

1

(

)

1

(

)

2

(

x

f

x

x

Ñ

-

=

a



[image: image95.wmf]a

17

,

2

05

,

0

1

-

=

x

  и 
[image: image96.wmf]a

81

,

1

06

,

2

2

+

=

x



[image: image97.wmf])

1

(

a

=0,98

[image: image98.wmf]Т

x

]

85

,

3

;

08

,

2

[

)

2

(

-

=


Полученная точка близка к стационарной точке. Для получения более точного значения экстремума нужно продолжить итерации.
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X* - точка минимума по аналитическому решению
5. Метод Ньютона 
Метод Ньютона основывается на том, чтобы привлечь информацию о вторых производных 
[image: image100.wmf])
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. Эта информация появляется при квадратичной аппроксимации целевой функции, когда при её разложении в ряд Тейлора учитываются члены ряда до второго порядка включительно. 
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- гессиан (матрица Гессе).

f(х)=х12+(х2-3)2+х1х2          - целевая функция

х(0) = [-10,-10]Т – начальная точка
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  получаем
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X* - точка минимума по аналитическому решению

6. Метод сопряженных градиентов
Метод сопряженных градиентов использует информацию только с первых производных исследуемой функции. В основе метода лежит организация поиска экстремума вдоль сопряжённых направлений, причём для получения 

сопряжённых направлений используется квадратичная аппроксимация 
[image: image110.wmf])
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 и значения компонент градиента. 

Градиент квадратичной функции равен 
[image: image111.wmf])

(

)

(

)

(

x

g

b

Cx

x

g

x

f

=

+

=

Ñ

=

Ñ


В рассматриваемом методе операции аргумента проводятся по формуле
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Направление поиска на каждой итерации определяются с помощью следующих формул:
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[image: image114.wmf])

1

(

2

)

1

(

2

)

(

)

(

)

(

-

-

×

+

-

=

k

k

k

k

k

s

g

g

g

s


Если функция f(x1, x2,..., xN) квадратичная, то для нахождения точки экстремума требуется определить N-1 таких направлений и провести поиски вдоль каждой прямой. Так как наша функция  - это f (x1, x2), то требуется провести поиск только в одном направлении.
Алгоритм метода: 

Шаг 1. Определить 
[image: image115.wmf])
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Шаг 2. Провести поиск вдоль прямой.

f(х)=х12+(х2-3)2+х1х2          - целевая функция

х(0) = [-10,-10]Т – начальная точка
 Шаг 1. 
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[image: image118.wmf])
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Шаг 2. Поиск вдоль прямой
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 EMBED Equation.3  [image: image121.wmf]33
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(методика расчета параметра показана в Методе Коши)
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Шаг 3. k=1
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[image: image125.wmf]T
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Шаг 4. Поиск вдоль прямой.
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X* - точка минимума по аналитическому решению
7. Квазиньютоновский метод 
Рассматриваемый метод обладает положительными чертами  метода Ньютона, но использует информацию только о первых производных. Направление поиска определяется выражением 
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, где А(k) – матрица порядка N*N, носящая название метрики. Матрица А, обратная матрице Гессе, аппроксимируется  следующим выражением: 
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Эта рекуррентная формула сохраняет свойства симметрии и положительной определённости матриц.

Алгоритм:

Шаг 1. Определить 
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Шаг 4. Поиск вдоль прямой.

f(х)=х12+(х2-1)2+х1х2          - целевая функция

х(0) = [-10,-10]Т – начальная точка
Критерий окончания поиска: Экстремум определяется точно и за конечное число шагов.
 Шаг 1. Положим 
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Шаг 2. Поиск вдоль прямой
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Шаг 3.  k=1, 
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Шаг 4. Поиск вдоль прямой.
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X* - точка минимума по аналитическому решению

Заключение

При выполнении работы были рассмотрены следующие методы решения целевой функции:

-  Метод  равномерного симплекса

-  Метод Хука-Дживса

-  Метод сопряжённых направлений и метод Пауэлла

-  Метод Коши

-  Метод Ньютона

-  Метод сопряжённых градиентов

-  Квазиньютоновский метод

Приложение А
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